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Re´sume´ – Dans cette contribution, nous pre´sentons le calcul de la Borne de Crame´r-Rao Baye´sienne (BCRB) relative au cas de
l’estimation d’un vecteur de phase. Le sce´nario e´tudie´ est celui d’une transmission de type MDP2 non-code´e dont l’erreur de phase
suit un mode`le de Wiener. Deux strate´gies d’estimation sont envisage´es : la premie`re est base´e sur un traitement “hors-ligne”
alors que la seconde utilise un traitement “en-ligne”. Une expression analytique de la BCRB “hors-ligne” et “en-ligne” est fournie.
Tirant profit de cette expression, nous en e´tudierons les proprie´te´s asymptotiques en termes de RSB et de nombre d’observation.
Abstract – In this paper, we derive a closed-form expression of a Bayesian Crame´r-Rao Bound (BCRB) for the estimation of
a phase offset vector. We consider the scenario of an uncoded AWGN BPSK transmission and a Wiener phase-offset model. We
provide an analytical expression of this bound in both the so-called off-line and on-line contexts. Taking benefit from the derived
BCRB expression, we study its asymptotic behavior in terms of SNR and number of observations.
1 Introduction
Les performances des syste`mes de communications nu-
me´riques sont fortement lie´es a` la qualite´ de la synchroni-
sation effectue´e en teˆte de re´ception. Les performances op-
timales qu’atteindrait un estimateur efficace peuvent eˆtre
donne´es par la famille des bornes de Crame´r-Rao. Dans le
cadre d’une poursuite de phase, les parame`tres a` estimer
ne sont plus de´terministes, et une approche Baye´sienne est
ne´cessaire. La borne de Crame´r-Rao Baye´sienne est alors
adapte´e a` ce proble`me. Des BCRBs associe´es a` des pro-
ble`mes d’estimation de la phase d’une porteuse e´voluant
au cours du temps ont de´ja` fait l’objet de travaux, voir en
particulier Brossier et al. [1] et Dauwels et al. [3].
Dans cette contribution, nous e´tudions le cas d’une trans-
mission en Modulation De Phase binaire (MDP2) non-
code´e subissant un de´calage de phase mode´lise´ par un mo-
de`le de Wiener. Nous pre´sentons dans un premier temps
les calculs permettant d’obtenir la BCRB dans le cadre
d’une estimation de type“hors-ligne”. Une expression ana-
lytique de la BCRB est alors fournie. Il est a` noter que
dans ce contexte, les re´sultats pre´sente´s par [3] e´taient
nume´riques. Les proprie´te´s asymptotiques de l’expression
analytique de la BCRB sont ensuite e´tudie´es dans le cas
de faibles et forts Rapports Signal a` Bruit (RSB). Une
estimation de type “en-ligne” e´tant un cas particulier de
l’estimation “hors-ligne”, les re´sultats de la BCRB obte-
nus pour un sce´nario “hors-ligne”seront transpose´s au cas
“en-ligne”, comple´tant ainsi les re´sultats obtenus par [1].
Enfin, les proprie´te´s de la BCRB dans le cas d’un nombre
infini d’observations sont e´tudie´es.
2 Mode`les
Le syste`me de transmission nume´rique conside´re´ e´met
une se´quence de symboles module´s en phase MDP2 a =
[a0a1 · · · aK−1]
T . Cette se´quence est affecte´e par une er-
reur de phase e´voluant dans le temps et est perturbe´e par
un Bruit Additif Blanc Gaussien (BABG). En supposant
que le signal rec¸u ait e´te´ ide´alement filtre´ et e´chantillonne´
a` l’instant optimal, le signal a` temps discret en bande de
base re´sultant peut s’e´crire :
yk = ake
jθk + nk avec k = 1, 2, . . . , K (1)
ou` θk est l’erreur de phase affectant yk et nk est un bruit
blanc Gaussien circulaire a` moyenne nulle et de variance
connue σ2n, de telle sorte que le RSB est lie´ au rapport
Eb/N0 par
Eb
N0
= 1
σ2n
. La transmission est suppose´e sans
codage, a` symboles inde´pendants et identiquement distri-
bue´s (i.i.d) avec Pr (ak = ±1) =
1
2
. Le de´phasage est de´-
crit par un mode`le de Wiener, i.e.,
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θk = θk−1 + ωk, (2)
avec ωk un bruit Gaussien a` moyenne nulle i.i.d. et de
variance connue σ2ω.
Par la suite, les e´carts de phase aux diffe´rents instants
d’e´chantillonnage seront regroupe´s dans le vecteur θ =
[θ1θ2 · · · θK ]
T et les observations dans le vecteur y = [y1y2
· · · yK ]
T
.
Deux strate´gies d’estimation sont traditionnellement en-
visage´es. La premie`re, que nous appellerons “hors-ligne,”
attend l’acquisition d’un bloc complet de K observations
pour estimer θk, avec k = 1, 2, . . . , K. La strate´gie “en-
ligne” garde quant a` elle en me´moire le vecteur d’obser-
vations passe´es [y1y2 · · · yK−1]
T
et attend l’acquisition de
l’observation courante yK pour re´aliser l’estimation de θK .
3 Expression de la BCRB “hors-
ligne”
Van Trees [5] a montre´ que l’EQM globale de tout esti-
mateur θˆ(y) e´tait borne´ par l’inverse de la Matrice d’In-
formation Baye´sienne (MIB), note´e ici B, de la manie`re
suivante :
Ey,θ
[(
θˆ (y) − θ
) (
θˆ (y)− θ
)T]
≥ B−1. (3)
La MIB peut eˆtre e´crite comme une fonction de la Matrice
d’Information de Fisher F(θ) comme suit
B = Eθ [F(θ)] + Eθ
[
−∆θ
θ
log p(θ)
]
, (4)
F(θ) = Ey|θ
[
−∆θ
θ
log p(y | θ)
]
, (5)
avec ∆µ
ψ
l’ope´rateur de de´rive´e partielle du second ordre,
c’est a` dire
[
∆µ
ψ
]
k,l
= ∂
2
∂ψk∂µl
.
Le premier terme de (4) peut eˆtre interpre´te´ comme
l’information fournie par les observations y moyenne´e par
rapport a` θ, et le dernier terme comme l’information dis-
ponible fournie par la connaissance a priori sur θ, i.e.
p (θ). Ce terme tient compte de la de´pendance en temps
des e´carts de phase a` diffe´rents instants.
A partir du mode`le d’observation (1) et du mode`le du
bruit de phase (2), la MIB peut s’e´crire [2] :
BK = b


A + 1 1
1 A 1
. . .
. . .
. . .
1 A 1
1 A + 1

 , (6)
avec A et b donne´s par A
∆
= −σ2ωJD − 2, b
∆
= −1/σ2ω,
JD
∆
= Ey,θ
[
−
∂2 log p (yk | θk)
∂θ2k
]
, (7)
et si, comme dans [2], nous fixons Eθ1
[
∂2 log p(θ1)
∂θ2
1
]
= 0,
ce qui correspond au cas ou` il n’y a pas d’information a
priori sur θ1.
La matrice BK ainsi obtenue e´tant une matrice creuse
tridiagonale, posse´dant des syme´tries, le kie`me e´le´ment dia-
gonal de BK peut s’exprimer sous la forme :
[
B−1K
]
k,k
= 1
|BK |
[
ρ21 (b + r1)
2
rK−31 + ρ
2
2 (b + r2)
2
rK−32
− b
2
A−2
(
rk−21 r
K−k−1
2 + r
K−k−1
1 r
k−2
2
)]
(8)
avec les notations suivantes :
r1 =
b
2
(
A +
√
A2 − 4
)
, r2 =
b
2
(
A−
√
A2 − 4
)
, (9)
ρ1 =
√
A2 − 4 + A
2
√
A2 − 4
, ρ2 =
√
A2−4−A
2
√
A2−4
. (10)
Le de´tail des calculs de r1, r2, ρ1, ρ2 et |BK | sont donne´s
en annexe, voir (section A).
4 Evaluation de JD et cas asymp-
totiques
Dans cette section, la mise en oeuvre pratique du calcul
de la BCRB est de´crite. Les approximations a` faible et
fort RSB de la BCRB sont e´galement introduites, offrant
une alternative inte´ressante a` l’e´valuation de (8).
4.1 Evaluation de la BCRB
D’apre`s (8), le calcul de la BCRB ne´cessite l’e´valua-
tion de JD. Du fait de la nature Gaussienne du bruit et
de l’e´quiprobabilite´ des symboles ak, le terme intervenant
dans l’expression de JD se re´e´crit :
∂2 log p(yk|θk)
∂θ2
k
= − 2
σ2n
< (xk) tanh
(
2
σ2n
< (xk)
)
+ 4
σ4n
=2 (xk)
[
1− tanh2
(
2
σ2n
< (xk)
)]
,
(11)
avec xk = yke
−jθk . Malheureusement, dans le cas ge´ne´ral,
l’espe´rance de (11), par rapport a` p(y, θ) n’a pas de so-
lution analytique e´vidente. JD peut toutefois eˆtre e´value´e
par des me´thodes d’inte´gration nume´rique.
4.2 Asymptote a` fort RSB
A fort RSB, la fonction tanh(.) intervenant dans (11)
peut eˆtre approxime´e par tanh
(
2
σ2n
< (xk)
)
≈ sign (< (xk)),
d’ou` :
JD ≈
2
σn
√
pi
e
−
1
σ2n +
2
σ2n
erf
(
1
σn
)
, (12)
et ainsi, lim
σ2n→0
JD = 2/σ
2
n. En remplac¸ant JD par sa limite
dans (8), l’asymptote a` fort RSB de la BCRB est obtenue.
4.3 Asymptote a` faible RSB
Par un de´veloppement de Taylor au premier ordre de
tanh(z) autour de z = 0, l’e´quation (11) devient :
∂2 log p (yk | θk)
∂θ2k
≈ −
(
2
σ2n
< (xk)
)2
+
(
2
σ2n
= (xk)
)2
,
(13)
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Fig. 1 – BCRBs “hors-ligne” et “en-ligne” pour σ2ω = 0.04
rad2, σ2n = 0.25 et pour diffe´rentes longueurs de blocs
d’observation K (105 tirages de Monte-Carlo)
d’ou` JD : JD ≈
4
σ4n
. En inse´rant ce re´sultat dans l’e´qua-
tion (8), nous obtenons l’asymptote a` faible RSB de la
BCRB. Il est inte´ressant de remarquer que JD ne de´pend
que du bruit d’observation et est inde´pendant du mode`le
de phase.
5 BCRB pour une estimation “en
ligne”
Dans le cas d’une estimation“en-ligne”, le re´cepteur uti-
lise les e´chantillons pre´ce´demment acquis et l’observation
courante yK pour estimer θK . Une borne de Crame´r-Rao
a posteriori (“en ligne”) a e´te´ obtenue par Tichavsky et al.
dans [4]. Ces auteurs ont propose´ une me´thode permettant
la mise a` jour de la MIB de l’indice temporel k a` l’indice
k + 1. Cette technique a e´galement e´te´ applique´e dans [1]
pour le mode`le d’observations de´crit par les e´quations (1)
et (2). Partant des re´sultats des sections pre´ce´dentes, une
expression alternative de la BCRB “en ligne” peut eˆtre
obtenue. En effet, la BCRB “en ligne” associe´e au vecteur
d’observation y = [y1y2 · · · yK ]
T est simplement e´gale a`
l’e´le´ment (K, K) de l’inverse de la MIB, i.e.,
[
B−1K
]
K,K
= 1
|BK |
[
ρ21 (b + r1)
2
rK−31 + ρ
2
2 (b + r2)
2
rK−32
− b
2
A−2
(
rK−21 r
−1
2 + r
−1
1 r
K−2
2
)]
.
(14)
L’asymptote de la BCRB “en ligne” quand le nombre
d’observations tend vers l’infini, voir en annexe (section
B), s’e´crit alors :
lim
K→∞
[
B−1K
]
K,K
=
−σ2ω +
√
σ4ω + 4
σ2ω
JD
2
(15)
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6 Simulations
Les diffe´rentes bornes d’estimation obtenues sont pre´-
sente´es en fonction du RSB et du nombre d’observations.
Le premier cas e´tudie´ est celui d’une transmission per-
turbe´e par un BABG avec σ2n = 0.25 et un bruit de
phase σ2ω = 0.04 rad
2. Sur la Figure 1 sont repre´sente´es,
en fonction de l’indice temporel, les BCRBs “en-ligne” et
“hors-ligne” pour plusieurs longueurs de bloc d’observa-
tions. Dans un contexte “hors-ligne”, les meilleures per-
formances d’estimation pouvant eˆtre atteintes se situent
en milieu de bloc (ce re´sultat peut-eˆtre prouve´ en e´tu-
diant (8)). Dans le cas d’une estimation a` l’indice
⌊
K+1
2
,
l’estimateur tire parti de fac¸on e´gale des demi-blocs d’ob-
servations pre´ce´dant et suivant. Concernant maintenant
l’estimation “en-ligne”, au de´but du processus et lorsque
le nume´ro d’observation augmente, l’estimateur prend en
compte plus d’informations et de ce fait les performances
d’estimation s’ame´liorent. Ainsi la borne de´croˆıt et converge
vers son asymptote a` fort nombre d’observation (15) : les
performances de cette strate´gie d’estimation se trouvent
donc limite´es par le bruit de phase et d’observation, inde´-
pendamment du nume´ro d’observation.
Conside´rons maintenant un bloc de K = 50 symboles
MDP2, perturbe´s par un bruit de phase σ2ω = 0.04 rad
2.
La Figure 2 repre´sente les BCRBs obtenues d’une part
pour K = 50 dans le cas “en-ligne” et pour une estimation
en milieu de bloc (k = 25) dans le cas “hors-ligne”. Dans
ce dernier cas, les asymptotes de la BCRB a` faible et fort
RSB sont e´galement repre´sente´es. Notons que ces asymp-
totes, bien plus simples a` calculer, fournissent de bonnes
approximations de la BCRB dans leur domaine de vali-
dite´ respectif. Notons enfin que la BCRB “hors-ligne” est
ge´ne´ralement infe´rieure a` la BCRB “en-ligne”. Dans le cas
d’un fort RSB, les deux bornes sont proches : l’information
fournie par l’observation courante est suffisamment pre´cise
et devient pre´ponde´rante sur la connaissance a priori de
θ. Les bornes “en-ligne” et “hors-ligne” deviennent donc
e´quivalentes.
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7 Conclusion
Dans cette contribution, nous avons obtenu, pour une
transmission MDP2 non-code´e et un mode`le de perturba-
tion de phase de type Wiener, une expression analytique
de la BCRB pour les strate´gies d’estimation“hors-ligne”et
“en-ligne”. Tirant profit de ces calculs, nous avons fourni
les asymptotes a` faible et fort RSB pour la BCRB “hors-
ligne”, ainsi que l’asymptote relative au nombre d’obser-
vations d’une strate´gie d’estimation “en-ligne”. A partir
de ces re´sultats, nous avons pu comparer les performances
ultimes et les proprie´te´s des strate´gies d’estimation “en-
ligne” et “hors-ligne”.
A Ele´ments Diagonaux de la BCRB
Dans cette annexe, nous de´taillons le calcul des e´le´ments
diagonaux (8) de l’inverse de la MIB (6). Pour cela nous
utilisons la technique classique d’inversion de matrice
[B−1K ]k,k = Ck,k |BK |
−1
, (16)
avec Ck,k le cofacteur de l’e´le´ment [BK ]k,k et |BK | le de´-
terminant de BK . Il convient donc de calculer ce cofacteur
et |BK |.
– Calcul pre´liminaire. Soit dk, le de´terminant de la ma-
trice suivante k × k
Dk = b


A 1
1 A 1
. . .
. . .
. . .
1 A 1
1 A

 .
En de´veloppant dk suivant la premie`re et la seconde
colonne, il vient dk = bAdk−1− b
2dk−2 avec d0 = 1 et
d1 = bA. {dk} est ainsi une re´currence. En utilisant
le terme initial, une expression analytique de dk est
donne´e par
dk = ρ1 (r1)
k + ρ2 (r2)
k for k ∈ N, (17)
avec ρ1, ρ2, r1 et r2 de´finis par (9) et (10).
– De´terminant |BK |. Dans un premier temps, en de´ve-
loppant |BK | suivant la premie`re colonne, nous obte-
nons la somme de deux cofacteurs qui sont alors de´ve-
loppe´s suivant la dernie`re colonne.En agissant ainsi,
nous obtenons que |BK | = b (A + 2) dK−1.
– Cofacteur Ck,k. Le cofacteur Ck,k correspond au de´-
terminant de la matrice Bk dans laquelle la ligne k
et la colonne k ont e´te´ suprime´es. La matrice ainsi
obtenue est bloc diagonale. Le bloc supe´rieur (res-
pectivement infe´rieur) est note´ UBK (respectivement
LBK ). Le cofacteur est ainsi le produit de deux de´-
terminants :
Ck,k = |UBK | |LBK |
= (bdk−1 + dk) (bdK−k−2 + dK−k−1) . (18)
– Ele´ments diagonaux. En re´-e´crivant (16) et en utili-
sant (17) et (18), il vient
[
B−1K
]
k,k
=
1
|BK |
[
ρ21 (b + r1)
2
rK−31 + ρ
2
2(b + r2)
2rK−32
−
b2
A− 2
(rk−11 r
K−k−2
2 + r
K−k−2
1 r
k−1
2 )
]
.
B Comportement de la BCRB
“en ligne”
En utilisant (16) et (18),
[
B−1K
]
K−1,K−1
peut s’e´crire
sous la forme[
B−1K
]
K−1,K−1
=
A + 1
b (A + 2)
−
1
b (A + 2)
uK , (19)
ou` un ,
dn
bdn−1
= Aun−1−1
un−1
avec u1 = A. Il est clair que
cette se´quence est strictement croissante et converge
vers u
∞
= 1
2
(
A−
√
A2 − 4
)
. En combinant ce re´sul-
tat avec (19), nous obtenons que
[
B−1K
]
K−1,K−1
est
une se´quence strictement de´croissante ayant pour li-
mite :
lim
K→∞
[
B−1K
]
K−1,K−1
=
−σ2w +
√
σ4w + 4
σ2w
JD
2
. (20)
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